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1 Nombres algébriques, nombres transcendants

Définition 1. Un nombre réel est algébrique s’il est racine d’un polynéme non nul a coefficients
rationnels. Sinon, il est transcendant.

Par exemple, tout rationnel x est algébrique car il est racine du polynéme X —z € Q[X]\ {0}.
Autre exemple, /2 est racine de X3 — 2 et est donc algébrique. Moins évident, z = /2 + /3
est algébrique car racine de X* — 10X?2 + 1. 11 est facile de donner des exemples de nombres
algébriques. Georg Cantor a montré que, d’une certaine facon, la « quasi-totalité » des nombres
réels sont transcendants. Et pourtant, il est la plupart du temps difficile de montrer qu’un réel
donné est transcendant.

Nous allons dans cet article montrer que le réel e, base de 'exponentielle, est transcendant. Ce
résultat a été démontré par Charles Hermite en 1873.

2 La transcendance de ¢

2.1 Préliminaires

Etant donné un polynéme P € R[X]\ {0} de degré m € N, on associe & P le polynéme

Q=3 p®
k=0

On associe également a P la fonction R : R — R par

1
R(a) = ea/ ae” “P(azx)dz
0

La fonction R est bien définie méme si P = 0. Dans ce cas, on a aussi R = 0.
Dans toute la suite, nous nous conformerons da ces notations : le polynome P, le degré m de P,

le polynéme Q et la fonction R associés a P. Nous ne le répéterons pas a chaque fois.

Proposition 1. Pour tout o € R,

R(a) = e Q(0) — Q(e)



Démonstration. Posons plus précisément R(«) = R(P, «). Une intégration par parties donne

R(P,a) = e“ ([—e_o‘zP(ozx)]é + /01 ae” P (ax) dx)
= —P(a)+e*P(0)+ R(P, )

De 13,
STR(P®. ) = =3 PW(a)+e* Y PP0)+ Y RPHY, )
k=0 k=0 k=0 k=0

m+1
= —Q(a) +¢"Q(0) + > R(PW,a)
k=1

En simplifiant les sommes dans les deux membres de 1’égalité, il reste
R(P,a) = =Q(a) +¢*Q(0) + R(P'" Y, )

Or, deg P = m, donc P("t1) =0, d’ott R(P™+D) o) =0. O

2.2 Preuve par ’absurde!

Supposons que e est algébrique. Dans 5 pages, nous arriverons & une contradiction ... Il existe
donc un polynéme A € Q[X]\ {0} tel que A(e) = 0. En multipliant les coefficients de A par
un multiple commun de leurs dénominateurs, on peut supposer A € Z[X]| \ {0}. Enfin, quitte
a diviser A par une puissance de X, on peut supposer A(0) # 0. En posant n = deg A, nous
pouvons donc écrire

n
A= Z aka
k=0
oun > 1, pour tout k € [0,n], ax € Z, ag # 0 et enfin a, # 0. Dorénavant, A, n, les aj sont

fixés.

Etant donné un entier p > 2, considérons le polyndme

po X T1(X -k

-

Le polynéme P dépend évidemment de 'entier p. Notons que le degré de P est m =np+p — 1.
La clé de la recherche d’une contradiction dans I’hypothese que e est algébrique consistera a
choisir trés judicieusement 'entier p. Mais patience, la route est encore longue.

Proposition 2.

> a;Q() == a;R(j)
=0 =0

[\



Démonstration. Par la proposition 1,
>_aiRG) = Q0)3 aje’ =3 a;Q()
§=0 §=0 §=0
= Q()A(e) = >_a;Q0)
§=0
Or, A(e) =0, d’ou le résultat. O

2.3 Les dérivées de P

Nous allons maintenant nous intéresser aux dérivées successives du polyndéme P.

Proposition 3.

e Pour tout r € [0,p — 2], P"(0) = 0.
e Pour tout j € [1,n] et tout v € [0,p — 1], P")(j) = 0.

Démonstration. En effet, 0 et racine de P d’ordre p — 1 et pour tout j € [1,n], j est racine
de P d’ordre p. I

Proposition 4.
PP (0) = (—1)"Pp!P

Démonstration. Le coefficient de P de degré p — 1 est

B 1 n B p_(—l)”pn!p
= oo L =5

Par la formule de Taylor, on a aussi

d’ou le résultat. O

Proposition 5. Pour tout entier r > p, le polynéme P") est un polynéme dont les coefficients
sont des entiers multiples de p.

Démonstration. Considérons le polynéme
S=({p-1P

Le polynéme S est un polynéme & coefficients entiers, de méme degré m que P. Ecrivons
0 .
5= bX'
i=0
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ou les b; € Z sont presque tous nuls (en fait, nuls si i > m + 1). Pour tout r € N, la dérivée r®
du polyndéme S est

) 0 al )
S T _ ° lelfr
DB i
i=r

= 7! b; X"

De 1a,
P(’r’) ’f’! i <Z>b Xifr
= i

(p—Dr=\r
Pour tout i > r, (ﬁ)bz € N. De plus, comme r > p, 7!/(p — 1)! est un entier multiple de p. O
2.4 Combinaisons de valeurs de @

Proposition 6. 77 a;Q(j) € pZ.

Démonstration. On a . .
> a;Q0) =>a; Y PH(j)

Par la proposition 3, les termes de la somme sur k£ sont nuls pour k < p — 1. Ainsi,
n n m
> a;Q0) =D a; > PM()
j=1 =1  k=p

Par la proposition 5, si k > p, alors P*) est un polynome & coefficients entiers multiples de p et
donc P%)(j) est un entier multiple de p, d’ott le résultat. [

Proposition 7. Pour tout p premier assez grand, aoP(pfl)(O) ¢ pZ.

Démonstration. Soit p un entier premier strictement supérieur a |ag| et & n. Par la proposition
4,

apP?P~V(0) = (=1)"agn!?
Par notre choix de p, I’entier p ne divise pas ag et il ne divise aucun des facteurs de n!. Comme

p est premier, il ne divise donc pas agP®?~1(0). O

Proposition 8. Pour tout p premier assez grand,

> a;Q()] > 1
7=0



Démonstration. On a . .
Y a;Q() = a0 Q(0) + > a;Q())
§=0 j=1

Par la proposition 6, la somme du membre de droite est un multiple de p. Par la proposition 3,
toutes les dérivées de P jusqu’a l'ordre p — 2 s’annulent en 0. On a donc

apQ(0) = aoiP(k)(O)
k=0
= ap Z P®)(0)
k=p—1

= agPPV(0) +ao Y PH(0)
k=p

Prenons p premier assez grand pour que la conclusion de la proposition 7 soit vérifiée. Comme
p est premier, par la proposition 5, la somme du membre de droite est un entier multiple de p.
De plus, par la proposition 7, agP®~1(0) ¢ pZ. Ainsi, agQ(0) n’est pas un multiple de p. En
regroupant le tout, on conclut que

n
> a;Q()) & pZ
§=0
et donc que cette somme est non nulle. [

2.5 Combinaisons de valeurs de R

Proposition 9. Pour tout j € [0,n],

Démonstration. Soit j € [0,n]. On a
ool .
R(j) = e]/ je ' P(jx)dx
0
Pour tout = € [0, 1], jx € [0,n]. De la, pour tout k € [1,n],
—n<jr—k<n

et donc

. _ )Pt s P
|P(jz)| = (p_l)!k];[lljx—k\

np—1 ﬁ
- 7’Lp
—1)!
(p 1) k=1
nnp—i—p—l
(p—1)!

IN
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De la,

IA

+p—1 1
RG) < oL [ jering

D= e fy e
. pptp—1

= ejm (1 —e*j)

ennnp—l—p—l

< -
- (p-D!
d’ou le résultat. OJ

Proposition 10. Pour tout entier p assez grand,

n
> aiR(j)| <1
=0

Démonstration. Par la proposition 9,

n ) e (nnJrl)P
j;ajR(J) T

on S =37, |aj|. Lorsque p tend vers I'infini,

(n1)" = ot — 1))

Ainsi, le majorant tend vers 0 lorsque p tend vers I'infini. D’ot le résultat, en utilisant la définition
de limite. [J

2.6 La conclusion
Théoréme 11. e est transcendant.

Démonstration. Par la proposition 8, il existe un entier N’ tel que pour tout p premier
supérieur a N’,

(1) Zn:%‘Q(J') > 1
=0

Par la proposition 10, il existe un entier N” tel que pour tout p supérieur & N’

(2) D a;R()| <1
j=0

Soit N = max(N’, N”). Soit p un entier premier supérieur & N. Un tel p existe, car ’ensemble
des nombres premiers est infini. On a a la fois (1) et (2). Or, par la proposition 2,

> a;Q(j) == a;R(j)
j=0 j=0
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et donc
> a;Q0)| = | a;R(j)
=0 =0

Contradiction. L’hypothése « e est algébrique » est fausse, donc e est transcendant. [J

La figure ci-dessous montre les dépendances entre les propositions. Une fleche de la proposition
a vers la proposition b indique que la proposition b utilise la proposition a.

FIGURE 1 — Les dépendances entre les propositions.



